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INTRODUCTION

@ Analyse statistique des résultats est souvent
négligée.
O Effectuer une passe de smulation unique d'une longueur

déterminée de fagon plutét arbitraire, et de traiter les
estimations ainsi obtenues de comme étant lesvaleurs

vraies des parametres du systéme.
@& |ndispensable d'en faire une analyse statistique
appropriée.
& Une autre difficulté: I'hypothese que les
observations sont indépendantes et distribuées selon

une méme loi.

O Lesextrants processus non stationnaire (la distribution des
observations varie avec le temps) et autocorrelés(Les
observations dépendent les unes des autres).

. J

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-3--2000-11-23-10:46

événements discrets

ENF4701 Simulation parJ l’g 4 I—\

ANALY SE DESRESULTATS
Expérience statistique

O Définition du systéme

Une compagnie possede un ordinateur central auquel sont reliés en
interactif nterminaux. Chague usager d'un terminal réfléchit pendant
une certaine période temps, puis envoie une requéte (tache) a
I'ordinateur. Cette requéte entre dans une file d'attente. Le processeur
(UCT) traite les requétes selon la méthode du tourniquet [round-robin]
en alouant une tranche de temps a chaque tache a exécuter. Cette
méthode permet de satisfaire plus rapidement les plus petites t&ches.

Le temps de réflexion des usagers est en moyenne 25 secondes et suit
une distribution exponentielle. Le processeur (UCT) traite cestéches en
0.8 seconde selon une distribution exponentielle. Le processeur aloue
unetranche de 0.1 seconde alaguelleiil faut gjouter un [ overhead de
0.015 seconde.

Si on définit le temps de réponse comme l'intervalle de temps entre le
moment oul la tdche a été soumise et le moment oul elle seterming la
compagnie veut maintenir un objectif d'un temps de réponseinférieur a
30 secondes.

Pour un nombre de terminaux n =30, 35, ..... 60, on demande de
simuler le systéme pour 1000 taches, et de recueillir des statistiques le
nombre moyen de téches en attente, et |'utilisation du processeur.

\_ Y
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Expérience statistique
< Modéle

L es résultats obtenus de ce modéle pour un
nombre fixe de terminaux, mais pour 30000 taches
avec impression périodique atoutesles 1000
téches, sont:

Modéled'un ordinateur en temps partagé --- Parametresd'entr ée
Tempsderéflexion est exponentiel de moyenne 25.00 secondes
Tempsde service est exponentiel de moyenne .8 secondes
Quantum  2.000 secondes
Changement de contexte  .015 secondes
Nombredetachestraitées 30000
Intervalled'impression 1000 taches
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Moyenne Nombre moyen Nombre de
tempsréponse  danslafile téches

19.5930 23.024 1000
19.9346 23.400 2000
20.2331 23.334 3000
20.3596 23.464 4000
20.2600 23.482 5000
19.8986 23.264 6000
19.8359 23.247 7000
20.2582 23.529 8000
20.1084 23.306 9000
19.9869 23.298 10000
20.1245 23.451 11000
19.8920 23.334 12000
19.7261 23.206 13000
19.5366 23.070 14000
19.4451 22.984 15000
19.5380 23.066 16000
19.5182 23.035 17000
19.6135 23.117 18000
19.5482 23.051 19000
19.5528 23.080 20000
19.5430 23.100 21000
19.5203 23.063 22000
19.5769 23.118 23000
19.5428 23.086 24000
19.5466 23.096 25000
19.6009 23.175 26000
19.5083 23.067 27000
19.5163 23.069 28000
19.5979 23.144 29000
1000334 23003 20000 .
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Expérience statistique
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Théorémes limites

F loi (forte) des grands nombres

[Théoreme: Soit {x;, X,,.... X,} unesuite de variables aléatoires
indépendantes et de mémeloi (i.i.d : indépendantes et |dentiquement
distribuées) telle que E(x, )= m Alors, on aavec une probabilité égale a
1

n
-3

ax

EL_®m lorsquen® ¥

[Théoréme: Soit {x,, x2n X} une suite de variables aéatoires
indépendantes et de mémeloi (i.i.d : indépendantes et identiquement
distribuées) ayant une espérance égale amet une variance égalea s2.
Alorslavariable aéatoire:

I
ax - nm
E1
tend verslaloi normalg ggrtrée réduite lorsque ou encore
n® ¥
¥ G
B 1y
lim PE——y= — 0e /2dx= F(x)
bus onpos™®® 1 Salfls 1 V2P -x
t b
on
tend verslaloi no@nae centrée réglliteTN(0, 1) lorsque
x= 5 sn

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-7--2000-11-23-10:46

n®¥

\_ Y

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-8--2000-11-23-10:46




{ INF4701 Simulation par\ I 9-9
événements discrets J
ANALY SE DESRESULTATS
Estimation

@ |ntroduction
O I'estimation ponctuelle
O Il'estimation par intervalle.
< Propriétés des estimateurs.
O Estimateur sans biais

O Edtimateur efficace

O Lemeilleur estimateur linéaire et centré

év
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Estimation

[~ Estimateur sans biais

O variable aléatoire x dont ladistribution est caractérisée, entre
auitres, par un paramétre g
Oq :un estimateur sans biais du paramareq
q est un estimateur deq S E@)=q
a X
'=; ~ : estimateur sans biais de m
a(x- x)
= “T : estimateur sans biais de s2.
Estimateur efficace
O Un estimateur et efficace s et seulement s il est sanshiais et sil
possede une variance minimale.
O Mathématiquement
0 un estimateur efficace de q si les conditions suivantes sont
respectées:
d) q et sans biais,
b) Var(d) £ Var(q Jot €& un autre estimateur sans biais de g.

Le meilleur estimateur linéaire et centré
L'efficacité se définit de lafagon suivante:

q est un le meilleur estimateur linéaire et centré deq s les
condiitions suivantes sont respectées:
a) . est unefonction linéaire des observations de I'échantillon,

X=

b)Q? S biai
o)Ver an £ Var q oll g estun autre estimateur sans biais deq.

910 —

w
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M éthodes d'estimation

< Méthode des moindres carrés

= Leprincipe: minimiser I'erreur entre un estimateur et le
paramétre estimé.

Exemple:

Echantillon aléatoire: {X,, X,,.... X,} provenant d'une population
de moyenne minconnue et de variance s2 connue.

Chague observation peut Sexprimer commex, =m+ goum la
moyenne

g : fluctuation aléatoire autour de m

P, 4 2
S=de’=a(x-n
i=1 i=1
Un estimateur qui minimise cette fonction doit satisfaire les
conditions suivantes

ds d?s
dm ' dnf

événements discrets
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M éthodes d'Estimation

=]

) N ds_ % ( -
Cequi entraineque =" 22 1%~ Met en utilisant
comme estimateur de m, nous pouvons écrire:

>

a(x- m=0
=1
n

n
ax- am=0

=1 =1
oFI
ax- nm=0
i=1
- n
nm= & x
i-1
n
a
ﬁ]: i=1
n

On pourrait auss vérifier que la dérivée seconde est positive.
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M éthodes d'Estimation

& Méthode du maximum de vraisemblance

0  Principe du maximum de vraisemblance: maximiser par rapport
aux parametres lafonction de densité L=1(x,%,,...X, | 4y, Q.. O
) OUX,, X,,...X, €t lasuite échantillonnée etq,, ... g,
représente la suite des paramétres a estimer.

A 0 i=1...k
fig
0 Exemple:
Ladistribution normale adeux paramétres g, et g, qui sont en
fait mets. Pour un échantillon {x}, lafonction de
vraisemblance est: .
& n 2 29
1 § Igl(xi- m)°/2s E

L=
s”(2p);2

0  Enprenant lelogarithme naturel de L, on obtienti

nL=- n/ A1n2p + 1ns ?)- a(x- m /2s?
0 Lesdérivées partielles sont: i=1

finL @ 2

Bt 2 (x- m/s?=o0

gm = 20 m

%:-H/ZSZ- _ér:(xi- m’/24=0

i=1
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M éthodes d'Estimation

0 En solutionnant pour des estimateurs de met s2, on obtient:
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a X
m: i=1
n
n 2
a(x- x)
$2-i=1
n
0 Laméthode des moments donnait:
3
a X
= i=1
n
n 2
a(x- x)
2_ =1
n-1
\ Y

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-14--2000-11-23-10:46




événements discrets

SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
Intervalle de confiance

{ INF4701 Simulation parj 9-15

& Définition
P {a < vraievaleur du paramétre < b} =100(1 - a)% ou

O<acx<l

& Niveau de confiance: 100(1- a)%, par exemple pour a =0.05,
le niveau de confiance est de 0.95 ou 95%.

& |l yaunrisque de 5% quelavraie valeur soit en dehors des
limites (a, b), qu'on appelle I'intervalle de confiance.
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Intervalle de confiance

@ |ntervalle de confiance pour mlorsques est
connue.

Echantillon de taillen d'une population normale de variance s2
connue et les observations indépendantes, lavariable xsuitune
loi normale  N(mr,s / \fn).

Si I'hypothése de normalité n'est pas satisfait, d'aprésle
théoréme centra limite, s lataille de I'échantillon est
suffisamment grande (n>30), alors la variable y=
est distribuée selon une normale N(0,1). On peut
donc trouver uneintervalle de confiance de niveau
100(1- a) % en suivant la procédure suivante:

X.
s/

3

5

1) caculer lamoyenne de l'échantillon g'estib_nateur ponctuel),
2) calculer l'écart-types ;, 0 S = Wt

3) choisir un risque a; la probabilité associée al'intervalle de
confianceest 1- a,

4) calculer leslimites de confiance. L'intervalle de confiance peut
étre bilatéral ou unilatéral. Ains

P@E£qE b)=1 a
P@f mE b)=1- a

. J

— S - S
\ et a= x- za,zﬁ, b= X+ Zalzﬁr y
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Intervalle de confiance

~ Aing, pour unrisquea = 5%, 7% g5, =25,5 = 1.96 €t

l'intervalle de confiance est

_ s — s
X- 196—=£ mE X+ 196—
Jn Jn

«5 5) définir I'intervalle de confiance et interpréter.

- S — S
X- Zalzﬁﬁ mE X+ Zalzﬁ

aune probabilité 1- a dinclurele paramétre m

I'N'F4701 Sim_ulation par ) l’g 18 I—\
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Intervalle de confiance

@ |ntervallede confiance pour mlorsques est inconnue et que
la taille del'échantillonn < 30.

0 Laprocédure a suivre dans cette situation est laméme que celle
décrite ala section précédente.

0  L'cart-type delapopulation inconnu et estimé
0 Taillede I'échantillon n < 30.

" ox-m
0 Souscesconditions, la quantitt ———=est distribuée

s/

0 sdonlaloi tdeStudentavec(n-1) degrédeliberté. Alorsles
limites de I'intervalle de confiance seront:

_ S
Xttaom 1 Tn
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Ergodicité et stationnarité

@ Stationnarité et ergodicité

0 Soit {x,,X,,... X,} une suite de variables aléatoires représentant n
observations sur |'un des paramétres de simulation. Posons

m=E(x)
Ry = E[(x - m(x- m],
R =E[(x-m)7=

S
oum estlamoyennede x;,
R; lacovariance entrex; e Xx;,

et R; lavariance dex; .

0 Ondiraquelesvariablesaéatoires {x, , %, ,... X,} forment un
processus stationnaire du deuxiéme ordre, si

Pm=m =.=m =m
i) R;= R,, pour touti etjtelsque|i-j [=h.

. J
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Ergodicité et stationnarité

@ Théoréme: S lesvariablesaléatoires x; , X, ,... %, forme un
processus stationnaire de deuxiéme ordre, aors:

E(x)=m
-\ 12 " ig,9
var%,)= %87+ 2881 The

& Théoréme: S estunx , X, ,... X, €st un processus stationnaire,

Si lesvarigblesx; , X, ,... X, sont indépendantes, alors R ; =0 pour
i>0¢

Var(%,) = %

@ Par conséquent, si lesvariables aéatoires x, , X, ,... X, sont
positivement corrélées, alors E(S) < s2

\_ Y
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Ergodicité et stationnarité

Deplus, d'aprés|'équation: 0
— 1 n 1 i6_0 s?
Var(X,) = =0s 2+ 2& ¢1- —R™> —
( n) ne i:lg nd '@ n

0  Nousavons donc la double inégdlité:
2 Es?
— S
var(Xn)3 2—> (<)
n

n
0 Enest mantVar(Qn ) par /n, on néglige le biaisde & comme 0
estimateur de s? et d'autre part I'effet de la covariance des x, sur
lavariance de Xn. 0

0 Supposons que I_é)@ R=0
I

0 SR convergerapidement vers zéro, on peut montrer

lim nVar(Xs) = V< ¥ l
ne¥
by
V= aR
i=- ¥
0 S cette derniere condition et satisfaite, on dit que les variables 0

{x} sont ergodicues pour lamoyenne. C'est cette propriété qui
permet d'obtenir un estimé par intervalle consistent de la
moyenne ma partir de données dépendantes.

SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS
systémes se terminant

Dans les systémes discrets, on peut les classer en deux
catégories, les systémes se terminant et les systemes ne se
terminant pas. Dans un systéme se terminant, les événements
engendrant la dynamique du systéme cessent de se produire aun
moment dans e temps; tandis que ceci ne se produit pas dansles
systémes ne se terminant pas. On appelle une épogque ou sous-
intervalle (lot), la période ou les événements se produisent, et
point de régénération le moment ou les événements cessent.
Chaqgue époque recommence avec un systéme a vide.

Exemple:

Systémesseter minant

* Banque: ouverte 9:00 2417:00

* Ordinateur centrd:

* |nventaire de piéces de rechange:

* Systeme de base de données:
Systémesne seter minant pas

* Atelier:

* Systéme dinventaire

* Hopita

Il faudrafaire laditinction lors de la cuelllette des données
entre les variables obtenues en régime transitoire, et lesvariables
en régime permanent.
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systemes se terminant

& Analysedesrésultats pour les systémes se
terminant

0 Lesparamétresles plus usuels que I'on utilise sont la moyenne et
I'écart-type. Par exemple, pour X, , X, ,... X, une suite de variables
indépendantes et de mémeloai (iid), les paramétres mesurés sont:

n

& x;
= &L

n

n

é(x|_ ;)2
s= i=1

n-1
0 On utiliseralaméthode des moyennes de lots pour évauer les

parametres des systemes se terminant.

0 Détermination du nombredelots

Etant donné la nature fluctuante dans le temps des paramétres de
lasimulation, on cherchera un estimateur par intervalle.
Cependant, pour combien delots K devrat-on simuler pour
obtenir un intervalle de confiance assez étroit? Rappelons que la
demi-largeur d'un intervalle de confiance est:

=tk s /4K

événements discrets

SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
systemes se terminant

0 Variance connue
On peut fixer lalargeur del'intervalle de confiance; et pour un
niveau de confiance 100(1 - a)% donné, déterminer le nombreK
delots.

0 Par exemple, dans un systeme M/M/1, pour un niveau de
confiance de 95%, une demi-largeur de l'intervale de confiance

de 10, et unécarttype de 831, & | =t .18 /K
onaaors
K = (196 s/l)2
=1.96(8.31/1.0)2
=256
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systemes se terminant

0 Varianceinconnue

Toutefois, en pratique la variance est habituellement
inconnue. La variance est une fonction du nombre de lots K et
on cherche a déterminer K.

0 Théoreme: Lorsquele but de lasimulation est d'estimer une

moyenne, quand s2 est inconnue, les étapes 1 a7 permettent
d'obtenir un estimé de m avec un niveau de confiance 100( 1-
a) %.

1) Prendrek, unentier positif >2. Soit  w=
2) Observer X;, Xy, ... X -

al2k,-1

3) Calculer _ ;‘k;{x‘
Xko = ku
Ko —
, ézl((x‘ - Xku)
ST T w1

poee <=l 1o )

ou éxudeénote le plus grand entier qui ne dépasse pas Xx.

5) Observer.. X se: X
6) Calculer &
- ax
Xk = =
K

7) Cdculer l'intervalle de confiance de niveau
X -l fmfx +1

NF4701 Simulation par J l’g 26 I—\
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS

system&s se terminant
Exemple:

Supposons une caserne de pompiers qui doit desservir plusieurs
municipalités. De par I'expérience, on sait qu'il y aen moyenne4
incendies par 24 heures selon un processus de Poisson. On sait auss
que 3/4 des incendies nécessite une aerte, et que 1/4 en nécessite
deux. La durée des incendies pour:

1 alerte(unité) N(3 heures, 0.5 heures)
2 dertes (unités) N(4 heures, 1.0 heures)

On veut déterminer letotal minutes par jour ot les pompiers
(1440 x 2 x 60) sont occupés avec un précision de 60 minutes.

Solution:

On veut estimer mavec | = 60 pour a=10%. Supposons quel‘on
choisit k , = 10 et on simule pour 10 jours. Lesrésultats du
programme sont:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Oncalcule X = 969,S = 42507
3). Puisquety,, o=1.83,0na
K = max {11, §(183)* (42507)* / (60)* 3}
=max{11, 416808y}
=max {11, 169}
On simule pour 159 jours de plus et on obtient pour pour un niveau

de confiance de 90%, on aun intervalle de confiance pour entre les
bornes

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-26--2000-11-23-10:46
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systeme se terminant

SIMULATE

RMULT 12345,12345,12345
EXPON FUNCTION RN3,C24 Exponential distribution
0,0/. 1,. 104/.2,.222/.3,.355/.4..509/.5,.69/.6,.915
.7,1.2/.75,1.38/.8,1.6/.84,1.83/.88,2.12/.9,2.3
.92,2.52/.94,2.81/.95,2.99/.96,3.2/.97,3.5/.98,3.9
.99,4.6/.995,5.3/.998,6.2/.999,7/.9998,8

SNORM FUNCTION RN2,C23 Standard normal distribution
0,-4/.00138,-3/.00621,-2.5/.02275,-2/.06681,-1.5

11507,-1.2/.15866,-1/.21186 -.8/.27425-.6

.34458-.4/.42074 -.2/.5,0/.57926,.2/.65542..4
.72575,.6/.78814,.8/.84134,1/.88493,1.2/.93319.1.5
.97725,2/.99379,2.5/.99862,3/1,4

TIME1 FVARIABLE 30* FN$SNORM+180 Duration of 1-unit fires
TIME2 FVARIABLE 60* FNSSNORM+240 Duration of 2-unit fires
UNIT STORAGE 10 10 units should suffice.

GENERATE 360,FNSEXPON Create fires.

TRANSFER .25,0NE, TWO Branch to 1- or 2-unit fires.
ONE ENTER UNIT,1 Getaunit.

ASSIGN 1,V$TIMEL P1= Timeto put out fire.
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systéme se terminant

SAVEVALUE DAYTOT+,P1 Accumulate times for the day.
ADVANCE P1 Servicethefire.

LEAVE UNIT,1 Return the unit.
TERMINATE

ENTER UNIT,2 Get 2 units.

ASSIGN 1VS$TIME2 P1= Timeto put out fire.
SAVEVALUE DAYTOT+,P1 Accumulate times for the day,
SAVEVALUE DAYTOT+,P1 - for each unit.

ADVANCE P1 Servicethefire.

LEAVE UNIT,2 Return both units.
TERMINATE

GENERATE 1440 At the end of each day,
SAVEVALUE TOTAL+ X$DAYTOT accumul ate times,
PRINT WX obtain output, and
SAVEVALUE DAYTOT,0 zero total for day.
TERMINATE 1

START 10,NP

END
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
systeme se terminant

PRINT BLOCK 18 AT CLOCK TIME 1440
NON-ZERO FULLWORD SAVEVALUES
SAVEX VALUE SAVEX VALUE
DAYTOT 1505 TOTAL 1505

PRINT BLOCK 18 AT CLOCK TIME 2880
NON-ZERO FULLWORD SAVEVALUES
SAVEX VALUE SAVEX VALUE
DAYTOT 804 TOTAL 2309

PRINT BLOCK 18 AT CLOCK TIME 14400
NON-ZERO FULLWORD SAVEVALUES
SAVEX VALUE SAVEX VALUE
DAYTOT 603 TOTAL 9890

50 END

.

événements discrets
SIMULATION DISCRETE

ANALY SE DESRESULTATS
SYSTEMES SE TERMINANT

ENF4701 Simulation par J l’g 30 I—\

bservations:

1) Une durée de 10 jours est insuffisante.

2) Si on croit qu'une estimation d'une journée suffit, on prendrait
comme estimateur de X = 1505, ce qui est trésloin de lavraie
utilisation des équipements par jour.

3) S onaugmentele niveau de confiance, ceci requiert d'augmenter
I'échantillonnage. Pour un niveau de confiance de 95%, t 5 o =
22624
K = max{11 §2262)"(425.07)° / (60)° (}

= max{11,257} = 257 jours de simulation.
4) Si on peut se permettre seulement 100 jours de smulation et que
I'on désire conserver un niveau de confiance de 90%, alors

100 = max{11, 4183)"(425.07)" /1° }

183) (42507)°
100 =L)J|2—L
b | =77.79

5) Pour ce probléme, on peut trouver une solution théorique pour
comparer aux résultats de lasimulation. Il est clair que la demande
moyenne journaliére est: (3 incendies) x (180 min.) + ( 1 incendie) x
(2 alertes)x(240 min.)=1020 min. qui se situe al'intérieur de notre
intervalle de confiance de niveau 90% pour m

6) Pour un niveau de confiance de 90%, nos énoncés sont correct s 9
sur 10. Pour 95%, 19 sur 20. Pour un niveau de 99%, on fait une
erreur 1 fois sur 100, et danscecas, t 5 o= 3.25, ce qui entraine
K =max {11, 531} =531 jours de smulation.
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS

METHODE DES MOY ENNES Pevernitra
DESLOTS t'm.
e
Répétitions indépendantes e —
QO Chague observation est obtenue =
d'une passe de simulation.
O Chaqgue passe est réalisée a partir des L |
mémes conditionsinitiales, mais Dusto 230 1 imusoiion
avec des sui ta. dlff_ererjta de [p——
nombres aléatoires indépendants. T
O Lavaleur du paramétre a estimer E& B0

serala moyenne des observations
des K passes de smulation.

» L'avantage principal: | |
observations indépendantes, et L
on peut calculer unintervalle de —WJ
confiance pour évaluer la el
précision de lavaleur estimée. wgpse

« L'inconvénient majeur est que = ——
chague observation risque d'étre
biaisée par les condition
initiales

»
b
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS

Division en sous-intervalles

- But: réduire les effets du régime transitoire associés ala
méthode des répétitions indépendantes.
Diviser une passe de simulation en K sous-intervalles.
Sous-intervalle: m observations, et lavaleur estimée du paramétre

¥ = moyenne des K valeurs obtenues dansle
i-iéme spus-intervalle.

O Remarque : Covariance entre les resultats obtenus alafin dun
sous-intervalle et au début de I'intervalle suivant n'est pas nulle.
Cependant s les sous-intervales sont suffisamment longs ( m
suffisamment grand), I'nypothése des observations  indépendantes
est gpproximativement satisfaite.

O Avantage: seule passe de smulation, et les effets du régime
transitoire disparai ssent avec le temps, et les observations obt enues
sont donc plus représentatives du systéme réel.

O Désavantages: la détermination de la longueur m des sous-
intervalles et le nombre de sous-intervalles peut ére complexe.

\_ _
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS
O Sait x; :iemeobservation du lot |.
Avecm observations de chacune des K répétitions, on peut estimer la
moyenne mpar

1k
% = ax,
ou

1z
XmJ :ngl

Q Unestimateur non-biaisé de la variance de Xy, jest

Sj(xm ):

(K' ]-)Jéil(xm i X")Z

On peut utiliser Si(xmj )/K comme un estimateur non-biaisé de Var (X,
Pour trouver un intervalle de confiance pour lamoyenne m on
approximeladistribution delavariable T = (X - n')/ /Si /K
par une distribution t de Student avec K-1 degrés de liberte.

Avec |la méthode des répétitions indépendantes, on devrait Sassurer
delanormalitédesvariables X1, X 20 Xmzse oo - X

en appliquant un test d'hypothése approprié, par exemple, letest de
Shapiro-Wilk .

J
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SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS
Détermination delalongueur d'un lot

En changeant de notation, on cacule la moyenne des lots

1

Vi :Fn; X 00 i=1....K=(n/m)

pour unm donné. Soit R, =Cov(y, Y. s ) lacovariance entre les
variablesy; . & Vi g S Tes moyennes des échantillons sont
indépendantes, alors le coefficient de corrélation entre les moy ennes
deslotsvoisins est

r im » 0
r..° &
" R,
1 &
Si ==3
Vi k|a:.1 Yim
R),m

dors Var(y,)= ”
Maisy, » X, . S onestimeR  par

1 ks
R.. =m§1(y‘,m - 9)¥in- V) OEsEk

on peut approximer la distribution de (X- IT)/

distribution t de Student avec k-1 degres de liberte.

R, /K parune

,m

.

b- 34 —
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS

= Probleme: déterminer unm’ tel que les variables
Yig o Y e pour K = <n/ m'> sont
indépendantes.

O Plusieurs procédures: un test d'hypothése sur le coefficient
de corrélation.
Unestiméder ; pest:

Letest statistique
k-1
o

8 (y- v.)

2%1(y"m i yk)z

k

peut étre écrit comme

C=r +(y1,m- yk)z(yk/,\m- Yk)2
T 2Ak-DR,

lorsquek estgrand, C, » ',

ENF4701 Simulation par )
événements discrets J
SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS
- Hypothéese
Ho : Y1.ms -+sYk mSONt indépendantes

H- 36 —

S lesy; e Yim - distribuées selon une normale, dors C aune
moyennede zéro E(C,) = 0, une variance
Var(C) = (k-2)/ (k?-1) , et tend vers une normale pour k auss

petit que 8 .

S €Sy, Vi NE SONt pas distribuées selon une normale, aors
C, aune moyenne de zéro. Si k augmente, lavariancetend vers
Var(C) = (k-2) / (k?-1), et les moments d'ordre 3, le coefficient
d'asymétrie et 4, le coefficient d'aplatissement convergent vers
zéro.

Approximer C, /J(k - 2)/ik2 - 1i par une normale
N(O,1) etsilesy, .Y, SONt distribuées selon une normale, et
I'utiliser pourk > 8.
Siles{x; } posséde une fonction d'autocovariance monotone
croissante, on utilise une test unilatéral de grandeur b. On accepte
Ho s C, £, .[(k-2)/(k?- L)oug, est:

1 o - X2/2

——0Q, € "“dx=1-2b

2p 0¥
Si comme dans les systémes de files d'attente, les {x } ont une
fonction d'autocovariance harmonique amortie, alors on utilise un

test bilatéral. Par exemple, s
IC.|£c,/(k- 2)/ik2 - 1) , on accepte Hy.
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
SYSTEMES NE SE TERMINANT PAS

[=1 Voici un algorithme qui implante un test bilatéral sur deslots
dont lataille crofit jusqu'a ce que Hy soit accepté

1- mo - 1et
2. My~ N k §n/rq>
3. S k<8, alorspas le solution.
4. Calculer les moyennes deslots Yimoe 5o Yig m
5. Cdculer
6. S Ck>c (k- 2)/(k?- 1), j~ j+1 etaleraz
7. m - m etk -k,
8. Cdculer’ R
9. Retourner un ﬂervalle de confiance ¢
ou - estlel-a
a/2k Fim 1K alzhd

pomt dela distribution t de Student avec k' - 1
degrés de liberté

.

événements discrets
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS

[OUTINE Accounting GIVEN Wait

" Ce sous-programme est appele a toutes les fois qu'un appel
" est complété

" Wait = temps d'attente d'un appel complété

DEFINE Wait AS a DOUBLE VARIABLE

DEFINE Epoch, i, N.Epoch,

Num, Rep, Trun AS SAVED INTEGER VARIABLE
DEFINE X ASaREAL SAVED 1-DIM ARRAY
DEFINE j AS an INTEGER VARIABLE

IF N.Epoch =0, " Au début
READ N.Epoch, Trun, i, Rep
" N.Epoch = nombre désiré d'appel complété
"Trun = nombre d'appel aéliminer au début
" = nombre désiré de la premiére répétition
"Rep = nombre de répétitions
epoch=1
RESERVE X(*) AS N. Epoch
Num= 0
ADD i-1 TORep
RETURN
ENDIF
ADD 1 TONum

IF Num <= Trun, " Doit-t-on tronquer les observation
RETURN
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS

X(Epoch) = .EnMinute* Wait " convertir en minutes
IF Epoch = N.Epoch,
CALL Title (N.Epoch, U.Reservationist(1) + N.X.Reservationist(1) , i,
Trun)
CALL Methode.Moyenne.Lots  GIVING N.Epoch, X(*)
CALL Methode Autoregressive GIVING N.Epoch, X (*)
CALL Methode.Spectrdle  GIVING N.Epoch, X(*)
IFi=Rep "Est-on rendu au nombre de répétitions limites
STOP
ENDIF
FOR j=1 TO Dim.F(S(*)), S(j) = SEED.V(j)
epoch =1
Num=0
ADD1TOi
ELSE
ADD 1 TO Epoch
ENDIF
RETURN
END " Accounting

. J

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-39--2000-11-23-10:46

INF4701 Simulation par )
événements discrets J

b- 40 —

SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS

ROUTINE Methode.Moyenne.Lots GIVEN N, X
" Calcule un intervalle de confiance a 0.95
" par la méthode des moyennes de lots

DEFINE i, k, N, No, Ntilde AS INTEGER VARIABLES
DEFINE C, Vaeur.Critique,

D, E, demi.Largeur, Na, Xbar AS REAL VARIABLES
DEFINE X,y AS 1-DIM REAL ARRAYS

IFN <8,
PRINT 1 LINE AS FOLLOWS
Dimension de I'échantillon trop petite pour le test d'indépendance
RETURN

ENDIF

RESERVE Y(*) ASN

Ntilde= N

K=1

fori=1to N, Y(i) = X(i)

fori =1to N, Compute Xbar as the mean of X(i)

\_ Y
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS

WHILE ( .Vrai )
DO
FOR i = 1 TONtilde,
DO
COMPUTE D AS THE VARIANCE OF Y (i)
IFi <Ntilde,
COMPUTE E AS THE SUM OF (Y(i) - Y(i+1)) * (Y(i) - Y(i+1))
ENDIF
LOOP

.
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SFIMOEATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS
D =D * Ntilde
C =10-E/(20* D)
Na = Ntilde * (Ntilde - 1)
Valeur.Critique = 1.645 * SQRT.F (( Ntilde - 2.0) / (Ntilde* Ntilde - 1.0))
demi.Largeur = Student.F ( REAL.F(Ntilde-1)) * SQRT.F (D / Na)
PRINT 1 LINE WITH Ntilde, K, D / Na,
Xbar-demi.Largeur, Xbar + demi.Largeur, C,
Valeur.Critique
THUS
SKIP 1 LINE
IF ABSF (C) <= Vaeur.Critique And No=0,
No =Ntilde
ENDIF

IF Ntilde < 16,
SKIP 1 LINE
IFNo>0,
PRINT 1 LINE WITH No THUS
*xxxxkkdk |ots suffisent pour passer le test dindépendance a 0.05
ELSE
PRINT 1 LINE THUS
Rejet du test dindépendance
ENDIF
RELEASE Y
RETURN
ENDIF

Ntilde= TRUNC.F (Ntilde / 2.0)
K=2*K
FORi =1 TONtilde,
Y(i) = (Y(24i-1) + Y(2*0)) / 20
LOOP
\E\D " REPORT Yy
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ANALYSE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DESLOTS

FUNCTION Studentf (Df)

DEFINE Df ASA REAL VARIABLE

DEFINEA ASA REAL VARIABLE
DEFINESS ASA SAVED INTEGER VARIABLE
DEFINEi ASAN INTEGER VARIABLE
DEFINE B, H AS SAVED, REAL 1-DIM ARRAY'S

IFSS=0,

RESERVE B(*) AS 9,
H(*) AS 4
LETSS=1
LET B(1) = 1.96
FORi=2TO9,
DO
LET B(i) = B(i-1) * B(2)

LOOP

H(L) = (B(3) + B() ) / 40
H(2) = (5.0 * B(5) + 16.0* B(3) + 3.0 * B(1)) / 9.0
H(3) = (30* B(7) + 19.0* B(5) + 17.0* B(3) - 15.0* B(1)) / 384.0
H(4) = ( 79.0 * B(9) + 776.0* B(7) + 14820 * B(5) - 1920.0* B(3) -
945.0 * B(1)) / 92160.0
ENDIF

FOR i BACK FROM 4 TO1BY 1
DO

LET A = (A + H(i)) / Df
LOOP

RETURN WITH A + B(1)

kND " Student.f )
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METHODE MOYENNE DES LOTS

@ Pour réduire la demilargeur d'un intervalle de confiance, on doit
réduire la variance des observations ou augmenter lataille de
I'échantillon.

= Laméthode des sous-intervalles séquentiels tente de déterminer
le plus petit sous-intervalle tel que les sous-intervalles
demeurent indépendants.

= Une mesure de la dépendance de sous-intervalles adjacents et le
coefficient de corrélation:

k1__ —

(Xmj - Xn)(Xmj1- Xn)
=1

Qo

f =

K _

& (Xmj - Xn)
ol Xn représente lamoyenne des rlnoyennes desK sous-
intervalles etxm,j lamoyenne du j-ieme lot de taillem, pour j =

1,..K

< Pour réduire le biais de I'estimateur der , on suggere d'utiliser
I'estimateur:

Fo= 2 - (F+1,) /2
ol 1, est calculé selon |'équation précédente en utilisant les K/2

premiers sous-intervalles etr ,en utilisant les K/2 derniers sous-
intervales.
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METHODE MOYENNE DES LOTS

@ Une implantation de cet algorithme est la suivante:

1) onsimulelesystéme pour K lots dem observations
chacun,

2) oncalcule It ontestesi leslots peuvent étre
considérés indépendants,

3) s leslots sont indépendants, caculer un intervalle de
confiance, et si laprécision désirée est atteinte, on
arréte. Sinon, on augmente lataille deslots, par
exemplem - 2*met onretourne al'étape 1).

4) s leslots sont dépendants, on augmente lataille des
lotsm, et on retourne al'étape 1).
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ANALY SE DESRESULTATS
METHODE MOYENNE DES LOTS

& Law et Carson, les dével oppeurs de cette méthode:

proposé une procédure oul le nombre de sous-intervalles K
demeure constant lorsque lataille de chague lot augmente.

Lataille des lots estm/K oum est le nombre d'observations
total alai-iéme itération.

L'intervalle de confiance est établi en combinant les m;/K lots en
n lots plus grands.

\_ _
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< Law et Carson:

1) oninitidise i = 1, n =40, m, = 600, m, = 800,
K = 400, u=.04; il faut définir nf=K otin =40, f = 10.

2) onsimule pour m, observations. On diviselesm,
observations en Klotsdetaille k. Oncacule r¢

3) s, r¢> u,leslots sont indépendants et on vaa
I'étape 6). Sinonsi I &0, onvaal'étape 5) pour
tenter de définir un intervalle de confiance. Dansle
cas contraire, on va al'étape 4).

4) ondiviselesm; observations en K/2 lotsdetaille
2k. Onrecalcule ¢ S lanouvellevaeur de r¢
est inférieure alaprécédente (étape 2), onvaa
|'étape 5), sinon al'étape 6).

ENF4701 Simulation parJ I’E 48 I—\
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5) ondiviselesm; observationsen n lotsdetaillem/i.  On
cacule

(T(m,i - )_(n) ?
1

Qo

2
S

et la demi-largeur de |'intervalle de confiance est

tan 1S/ Aln

Si l'intervalle de confiance est acceptable, on arréte,
sinon, on vaal'étape 6).

6) Augmenteri;i- i+1,m,=2m, etretourner al'éape 2).
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@ Méthode des moyennes deslots:

-I'utilisation de |'approximation
- I'estimation de I'approximation.

# S le nombre d'observations par lots augmente, les corrélations
entre les paires d'échantillons diminuent.

Unefais n déterminé, on estime Var(?).

Méthode: basée sur le fait que I'on prend une suite
d'observations dépendantesx;, ...., X, €t on les transforme en une
suite d'observations indépendantes.

Supposons qu'une suite non-stochastique b, ..., b, existe telle
que

Y, = chl)bs(xi.s- m i=p+1..n

est une suite de variables aléatoires indépendantes avec
moyenne z&o E(y,) = Oet variance s2.
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= Danslalittérature des séries temporelles, la derniéere expression :
lareprésentation autorégressivede {x}, etp, I'ordre

autorégressif.
Voo=—— 4y,
I est anoter que " - p Sy

posséde une variance: Var(VM) = s2/(n- p).

Pour voir larelation avecVar(Z) ,0n réécrit I'expression

précédente:
- 1 & é¢8 u
yn-p = a éa bs(XI-S_ m)L;l
N- Pi-padso ]
nb (- 1 é ¢ Soe b )
= X”'m'_éboaxw+abs axtax:
n- p( ) n- pe i-1 s=1 g:n—sﬂ i-1 @
+bp é. % - pbmu
i=n-p+l u
b=4 b, p2 2
s=0
lim + N
dorsque &Ynp- b(X"' m)H

Il en découle que
Var(xn)»—»—
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@ L'intérét: trouver une approximation de Var(in)par une fonction
dep, b, ...., b, et s2 au lieu d'une moyenne d'autocovariances.

@ Lesvaleurshy, b, ..., b, : obtenues par lasolution du systéme
d'équations
£ - -
abR..=-R  r=L..p
s=1

enfixant b,° 1.
Lesvaleurs des autocovariances sont estimées par

Sy R 3 S I

ce qui permet d'obtenir des estimés pour 50 ,61 ...... Bp qui sont
les estimés des coefficients autorégressifs des moindres
carrés.

&  Unestimédelavariance s? e

§i2:él as& li,ool
s=0
g .
y=ab(x,m i=p+l..n
s=0

ENF4701 Simulation par J
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SIMULATION DISCRETE ANALY SE DES
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& Détermination de |'ordre autorégressif

= Pour déterminer I'ordre autorégressif p:

caculepour i = 0,....,qgou g est beaucoup plus grand que 'ordre
autorégressif anticipé.

Si l'ordre0 < j < q, dorsladistribution

converge vers unechi-carrée X2 avec g-j degrés de liberté
lorsgue n augmente.

= Test dhypothese pour j = 0, 1, ... jusqu'a ce que le test soit
satisfait pour un a donné.

& L'ordrep étant déterminé, on estime lavariance par

Var (7o) s —2—
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SIMULATION DISCRETE ANALY SE DES
RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE
@ On cacule le degré delibertén, par I'expression
nb
n| e —
P
2a(p- 29)bg
s=0
L . .
ou b= aby (En pratique, on substitue
polir’b,).

@ Laméthode autorégressive mesure:
Q ladistance de corréation entre les observations,

O l'information additionnelle sur le biais di aux conditions
initiales.
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SIMULATION DISCRETE ANALY SE DES
RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

F Fonction de corrélation

O Unefoaisles covariances calcul ées par
P

a
s=1

bR i>0

sNj-s

Rj:_

O Caculer récursvement lafonction d'autocovariance  {R;; j=p,
p+1, ...}

Laquantitér ; =R / R, représente la corrélation entre les
observations distancées de | unités et

{r;;1=0,1,2..} lafonction dautocorrélationdes{x;} quel'on
peut aisement calculée par

P
rj:-absrj_s j>0
s=1

O Legraphique de cette fonction donne une image de la corrélation
entre les observations distancées de j unités, pour j = 1, 2, ....De
cette fonction, on peut déterminer pour un 0 < a<1 donné, un jtel
que

j* = min( j:|rj|£ a)
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SIMULATION DISCRETE ANALY SE DES
RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

& Lesestimésdesr ; sont basés sur lesvaleurs  échantillonnées

INF4701 Simulation par )
2 )
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@ Moyenne conditionnelle:

< une suite de moyenne conditionnelle pour

SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

nfluence des conditionsinitiales

MEEX| %4 X5 %) pour unordre p

Si on prend I’ espérance mathématique de

p
y=ah(x.s m j=p+l...n

s=0

on obtient

P
m=m 5bs(n1-s- fﬁ

=1

, {mi=p+1,p*2,..[%, %}
Si on commence la simulation AVEC X, =X,7Xy,...=X,, AlOrs 1a

moyenne conditionnelle dex ,, , est
P
Mp1= Ma by bp® 0
s=0
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

Lorsquej croit, on pourrait montrer que
limm;=m
n®¥
Le rapport (m-m/mdonne une mesure de I"influence desx; sur
les conditions initiales.
On peut ainsi calculer unj tel que

o Elm-n
j—mlr‘éj. I £Db

I-O:

8

pour unb donné.

H- 58 —
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DES RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

Fonction de densité spectrale

O Lafonctiond autocorréation {r ;[j=0, 1,2, ...} peut éire
monotone décroissante.

ENF4701 Simulation par J

O Lesfonctionsd autocorréation peuvent osciller defagon
cyclique.

O Sitel et le cas, on cherche aidentifier lafréquence ce de
cycle. Cette fonction d' autocorréation ne permet pas
toujours d'identifier ce cycle.
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

= |l existe une transformation de {R¢} qui permet didentifier assez
directement la frégquence de ce cycle.

< Puisque {x;} est un processus stationnaire, on peut représenter R,

" R=q,9(l)e'"dl
ou g(l )=%§_¥ e’
g(t)=g(-1) (E

@ |ci, R etg(l) forme une paire de transformée de Fourier. La
fonction g(l ) est le spectre de {x;} et lafonction de densité

spectraleesth(l ) = % ou

INF4701 Simulation par )
2 )
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& :_espectrepaﬁétreaprimémterm%de szeb,... b, par
‘expression:
(1)= s° I &
’ 2p ."5}1)brbs cosl (r- 9 P

>

& On peut alors déterminer lapériode P = s pour une fréquence
p.

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-60--2000-11-23-10:46

30



(

INF4701 Simulation par\ 9- 61
événements discrets J

SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DES RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

ROUTINE Methode. Autoregressive GIVING N, X

" Calculeunintervallea0.95 end

" utilisant laméthode de régression
DEFINEI, j, k, N, No, p ASINTEGER VARIABLE
DEFINE Critical.Value, demi.Largeur, T ASREAL VARIABLE

DEFINE Df, V, W, Xbar ASREAL VARIABLE
DEFINEbsumLz, R, S, Vxbar, X ASal-DIM REAL ARRAY
DEFINE b ASaREAL 2-DIM ARRAY

IFN <50,

PRINT 1LINETHUS
Erreur ---- nombre d'observations i nsuffisant

RETURN
ENDIF
RESERVE S (*) AS51
RESERVE b(* *) AS51BY *,
bsum(*), Lz(*), R(*), Vxbar(*) AS51
FORi=1TON,
DO

COMPUTE Xbar ASTHEMEAN  OF X(i)
COMPUTE R(1) AS THE VARIANCE OF X (i)

LOOP
LET S(1) = R(1)
SKIP5LINES

PRINT 3LINESWITH Xbar THUS
Estimation d'un intervalle a 0.95--- Approche autorégressive
Moyenne échantillonnée = ****x* %% Hxxx
SKIP3LINES
BEGIN REPORT

INF4701 Simulation par )
événements discrets J
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BEGIN HEADING

PRINT 3LINESTHUS
Variance échan. Intervalle (0.95) Degré Valeur
Ordre delamoy.échen. Inf.  Sup. liberté T  Critique

ENDHEADING
RESERVEb(1,*) AS1
LETb(1,1)=1.0
FORi=1TO50,
DO
LETk=i+1
RESERVE b(k, *) ASk
FORj=1TONH,
COMPUTE R(k) ASTHE MEAN OF (X (j) - Xbar) * (X (i+]) -Xbar)
FORj=1TOIi,
DO

COMPUTEV ASTHE SUM OF b(i, j) * R(j)
COMPUTE W ASTHE SUM OF b(i, }) * R(14+2)
LOOP
LET b(k, k) =-W/V
LET bk, 1)=1.0
IFi>1,

FORj=2TOIi,

LET b(k, j) =b(i, ]) + bk, k) * b(i, k{+1)
F

DO
COMPUTE S(k) ASTHE SUM OF b(k, j) * R(j)
IFj <k,
COMPUTE bsun(i) AS THE SUM OF (i, j)
COMPUTE Lz(i) ASTHE SUM OF (i- 1.0- 2.0* (j-1.0))* b(i,])
ENDIF
LOOP
LET Vxbar(i) = (i) / (N * bsurr(i) * bsun(i))

LOOP

b 62 —
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

LET Df =N-1.0

FORj=1TO50
DO

LETT=N* (1.0 - S(51) / §())

LET Critical.Vdue = ChiCarreef (REAL.F (51- j), 0.90)
IFj>1,

LET Df =MAX.F(1.0,N* bsum(j) / (2.0 * LZ(j)))

ENDIF

LET demi.Largeur = Student.F ( Df) * Sgrt.F ( Vxbar(j))
PRINT 1LINEWITH j-1, Vxbar(j), Xbar-demi.Largeur, Xbar +

demi.Largeur,
Df, T, Critica.Value THUS

*kkkk *hkkkkhkkkk khkkk *hkkk k% *kkkk *% *kkk kkkk k%

*kkk k%

SKIP1LINE
IF T <= Critical.Value AND No =0,
LETp =j
LET No=1
ENDIF
LOOP
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
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IFp=0,
PRINT 1 LINE THUS
Aucun ordre ne satisfait le test
ELSE
PRINT 1LINE WITH p-1THUS
Ordre = *** sgisfait le test
ENDIF
END " REPORT
SKIP5LINES
PRINT 1 LINE THUS
Autocorrélation échantillonnée
SKIP1LINE
FORi=1TOp, WRITER()/ R(1) AS (4) E(18,6)
SKIP3LINES
PRINT 1 LINE THUS
Echantillon coefficient de corrélation
FORi=1TOp, WRITE b(p, i) AS (4) E(18,6)
IFp=1,
RELEASE b(*,*), bsum(*), Lz(*), R(*), S(*), Vxbar(*)
RETURN
ENDIF

ENF4701 Simulation par J
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DES RESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

DEFINEY ASa1-DIM REAL ARRAY
DEFINE Theta, Z, ZZ ASREAL VARIABLE
RESERVE Y (*) ASp-1

FORi=1TOp-1, LET Y (i) = R(i) / R(1)
LETj=1

LET Theta=0.05

LET ZZ=RINF.C

WHILE (ZZ > 0.01)

DO
LETZ=0
FORi=1TOp-1,
DO
SUBTRACT b(p, p+1-i) * Y (i) FROM Z
IFi<p-1,
LET y(i) = Y(i+1)
ENDIF
LOOP

LETY (p-1)= Z
LET ZZ = ABS.F (2)
IF ZZ <= Theta,
SKIP2LINES
PRINT 1LINEWITH j,thetaTHUS
Jminimum = ***** pnour ABS.F(autocorrelation(j)) <=*.**
IFZZ>0.01,
LET Theta=0.01
ENDIF
ENDIF
ADD1TOj
LOOP
RELEASE bsunt*), Lz(*),R(*), S(*), Vxbar(*)
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

FORi=1TOp-1,
LETY()=-10
LETj=1
LET Theta=0.05
LET ZZ =RINF.C
WHILE (2Z > 0.01)
DO
LETZ=0
FORi=1TOpl
DO
SUBTRACT b(p, p+1-i) * Y (i) FROM Z
IFi<pd,
LET y(i) = Y(i+1)
ENDIF
LOOP

\_ Y
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SIMULATION DISCRETE
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METHODE AUTOREGRESSIVE

LETY (p1)= Z
LET ZZ=ABSF (2)
IFZZ <=Theta,
SKIP2LINES
PRINT 1 LINEWITH j,thetaTHUS
Jminimum = ***** pour ABS MEAN(j) cond - MEAN) / MEAN<=
*_***
IFZZ >0.01,
LET Theta=0.01
ENDIF
ENDIF
ADD 1TOj

LOOP
RELEASE b(* %), Y (*)
RETURN

end " Methode. Autoregressive
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@ ou une autre forme est
_ 1 Bt i|6
Var(xn) == 3 gi M+R)
Ni-hae Ng y
@ Laconvergencede  nvar(xn) versv= & r, dépenddela
fonction de pondération i=- ¥
i .
V\é? =1- H i =0,1,..,£n
\ Y

SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
METHODE SPECTRALE

Rappelons que
_lee, e ipLt

\a(%)-ﬁgs +23%- L%RS

ool
i€ Ng ¢
Cette expression peut aussi sécrire sous laforme

_ e
Var(xn):%gROQ% '_ngag
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DES RESULTATS
METHODE SPECTRALE

@ S pour n suffisamment grand, I'utilisation de V/n engendre une
imprécision minime,

= Existet-il d'autres fonctions de pondération qui permettent de
faire I'approximation de V par une combinaison linéaire d'un
nombre moindre de covariances et avec une imprécision
acceptable.

@ Considérons I'expression
ko
v=aw) kEn
i=k

@ ol lasite {an{)}est telleque

lim ijz‘; R =V
i=-¥

k® ¥
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
METHODE SPECTRALE

@ Les covariances étant inconnues, on utilise un estimé.
< En manipulant I'expression, on obtient:

Remga ) (x-%)g =0

1% N N
“ A o) s g, - (%ol
= On peut montrer que:

imre( )=

. K
limre(V,-v,)=-vaw
n® ¥ 1=k
. K
@ Onendécouleque: E(V,)»V,- Lawo
Ni=k
= |l est auss clair que: |jOmILrITE(Vi):V

s k croit moins rapidement que n. S k est suffisamment grand
pour que v, »v, dors

\

=1
_ i & (i)
1 ng.kWK,‘
est un meilleur estimateur pour V caril élimine le biais
introduit dans Rpar I'utilisation de Xn au lieude m En

pratique, le diviseur n-i est remplacé par n, car I'effet est
négligeable s n>>k.

2

]
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SIMULATION DISCRETE

ANALYSE DES RESULTATS
METHODE SPECTRALE
@ Pour lavariance de \7., on pourrait montrer que
. + . A 1§ N2 0
||rnnVar(Vj ):||mnVar (Vi) »Vzla SWk("i)H + k%
o ¥ ne ¥ I -k
ou k:contribution de la variance due & la non-normalité de x,
Kgyeune Xpy -
< Laderniére expression signifie que si k est déterminé tel queE \7J ) »V
une plus grande valeur dek améiore I'approximation de E(V; ) »V
au détriment d'une plus grande valeur delavariance vaf \“{).
«  Deux fonctions de pondération méritent considération. Il sagit
des fonctions de Tukey-Hanning
ir & i ©
W@ = [0.5¢1+c0s, p li| £k
¥ = ailleurs
et de Parzen ° °
i i
i1- 6|—| +6|~ i|£k/2
i Ik Tk
©) { & ilo
=124 |- ki2 £[i| £k
wy |28 L7 i
:::0 ailleurs
. ! J
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SIMULATION DISCRETE
ANALY SE DESRESULTATS
METHODE SPECTRALE

< Pour un méme k;, l'erreur d'approximation de |afonction
f) est inférieure al'erreur de lafonction V\/k? . Toutefois, 9
on considére lavariances, |'inégalité est renversée. En effet,

@ Deplus,ona

k
aw? =k
i=k
§ W& = 0.75k

ce qui facilitelescalculs de V, etV

\_ Y

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-72--2000-11-23-10:46

36



(

INF4701 Simulation par\ 9-73
événements discrets J

.

@ Unintervalle de confiance de niveau 100(1-a)% pour la

< || n'existe pas vraiment de méthode pour déterminer le nombre

< Maiss on applique une régle conservatrice d'au moins 100

SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DES RESULTATS
METHODE SPECTRALE

< Lecacul desdegrésde liberté seffectue de laméme fagon que
danslaméthode autorégressive. Ains |, = 2,667
pour lafonction de pondération deTuke'y—Hanniné et
pour 1, = 3.711% lafonction de Parzen.

moyenne mest

Xn ita/z,l‘\];i /In

de sous-intervalles K

degrés de liberté, alors pour un nombre d'observations n fixé, on
peut déterminer k=cn/l oul ¢, prendrales valeurs 2.667 ou 3.711
selon lafonction de pondération choisie.
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ROUTINE Methode.Spectrale GIVING N, X
" Cette routine utilise méthode spectrale (Tukey-Hanning)
" pour calculer un intervalle de confiance a0.95

SKIP2LINES
PRINT 3LINESWITH Xbar THUS

SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE SPECTRALE

DEFINE i, j, k, N ASINTEGER VARIABLE
DEFINE Df, demi.Largeur, V, Vxbar, Xbar AS REAL VARIABLE
DEFINE R, X AS 1-DIM REAL ARRAYS
IFN <512,
PRINT 1LINE THUS
Erreur -- Nombre insuffisant d'observations
RETURN
ENDIF
RESERVE R(*) AS513
FORi=1TON,
COMPUTE Xbar ASTHE MEAN OF X (i)

Estimation d'unintervalle a0.95 --- Approche spectrale
Moyenne échantillonnée = ***** % Jkskxx
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
METHODE AUTOREGRESSIVE

ROUTINE Methode.Autoregressive GIVING N, X
" Calculeunintervallea0.95 end
" utilisant la méthode de régression
DEFINEI, j, k, N, No, p ASINTEGER VARIABLE
DEFINE Critical.Value, Demie.Largeur, T AS REAL VARIABLE

DEFINE Df, V, W, Xbar ASREAL VARIABLE
DEFINE bsumLz, R, S, Vxbar, X ASal-DIM REAL ARRAY
DEFINE b ASaREAL 2-DIM ARRAY
IFN <50,
PRINT 1LINE THUS
Erreur ---- nombre d'observations i nsuffisant iy
RETURN
ENDIF - a' x
Xn =izl
RESERVE S (*) AS51 n
RESERVE b(*,*) AS51BY *, —
bsur(*), Lz(*), R(*), Vxbar(*) AS 51 R, =Var (xn)
FORi=1TON,
DO

COMPUTE Xbar ASTHE MEAN  OF X (i)
COMPUTE R(1) AS THE VARIANCE OF X (i)
LOOP

LET S(1) = R(1)
SKIP5LINES
PRINT 3LINESWITH Xbar THUS
Estimation d'un intervalle a0.95--- Approche autorégressive
Moyenne échantillonnée = ***xxxx % xxxxx
SKIP3LINES
BEGIN REPORT

H- 76 —
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BEGIN HEADING
PRINT 3LINES THUS
Variance échan.  Intervale (0.95) Degré Valeur
Ordre delamoy. échan. Inf. Sup. liberté T Critique
END HEADING
RESERVE b(1, *) AS 1
LET b(1, 1) = 1.0
FORi=1TO50,
DO
LETk=i+1
RESERVE b( k, *) ASk
FORj =1TO N,
COMPUTE R(k) AS THE MEAN OF (X(j) - Xbar) *(X(i+j) -Xbar)
FORj=1TOi,
DO
COMPUTE V AS THE SUM OF h(j, j) * R(j)
COMPUTE W AS THE SUM OF b(i, j) * R(i-j+2)
LOOP
LET bk, k) =-W /V
LET b(k, 1) = 1.0
IFi>1,
FORj=2TOi,
LET b(k, j) = b(i, j) + b(k, k) * b(i, kj+1)

ENF4701 Simulation par J

ENDIF

FORj=1TOK,
DO
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BEGIN HEADING

PRINT 3LINES THUS

Vaiance échan. Intervale (0.95) Degré Vaeur
Ordre delamoy. échan. Inf. Sup. liberté T Critique

END HEADING
RESERVE b(1, *) AS 1
LET b(1, 1) = 1.0
FORi=1TO 50,
DO
LETk=i+1
RESERVE b( k, *) ASk
FOR|j=1TO N,
COMPUTE R(K) AS THE MEAN OF (X(j) - Xbar) *(X(i+j) -
Xbar)
FORj=1TOi,
DO
COMPUTE V AS THE SUM OF b(i, j) * R()
COMPUTE W AS THE SUM OF boi, j) * R(i-+2)
LOOP
LET b(k, k) = -W / V
LET b(k, 1) = 1.0
IFi>1,
FORj =2TOi,
LET b(k, j) = b, j) + b(k, k) * b(i, kj+1)
ENDIF
FORj=1TOK,
DO
COMPUTE S(k) AS THE SUM OF b(k, j) * R()
IFj <k,

' QELGD)
COMPUTELZD), ASTHE SOMOF (.5, L0207 G- 100
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LET Df =N-1.0

FORj=1TO50
DO

LETT=N* (1.0 - S(51) / §())

LET Critica.Vdue = ChiCarreef ( REAL.F (51- j),0.90)
IFj>1,

LET Df =MAX.F(1.0,N* bsum(j)/ (2.0 * LZ(j)))

ENDIF

LET Demie.Largeur = Student.F ( Df) * Sort.F ( Vxbar(j))
PRINT 1 LINEWITH j-1, Vxbar(j), Xbar-Demie.Largeur, Xbar +

Demie.Largeur,
Df, T, Critica.Value THUS

*kkk*k ********.**** ****.** *****.** *kk*k ****.**
****.**
SKIP1LINE
IF T <= Critical.Value AND No =0,
LETp =j
LET No=1
ENDIF
LOOP

\_ Y
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IFp=0,
PRINT 1 LINE THUS
Aucun ordre ne setisfait le test
ELSE
PRINT 1LINE WITH p-1THUS
Ordre = *** sgtidfait letest
ENDIF
END " REPORT
SKIP5LINES
PRINT 1 LINE THUS
Autocorrélation échantillonnée
SKIP1LINE
FORi=1TOp, WRITER()/ R(1) AS (4) E(18,6)
SKIP3LINES
PRINT 1 LINE THUS
Echantillon coefficient de corrélation
FORi=1TOp, WRITE b(p, i) AS (4) E(18,6)
IFp=1,
RELEASE b(*,*), bsum(*), Lz(*), R(*), S(*), Vxbar(*)
RETURN
ENDIF
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DEFINEY ASal-DIM REAL ARRAY
DEFINE Theta, Z, ZZ ASREAL VARIABLE
RESERVE Y (*) ASp-1
FORi=1TOp-1, LET Y(i) =R(i) / R(1)
LETj=1
LET Theta= 0.05
LET ZZ=RINF.C
WHILE (ZZ > 0.01)
DO
LETZ=0
FORi=1TOp-1,
DO
SUBTRACT b(p, p+1-i) * Y(i) FROM Z
IFi<p-1,
LETy(i) = Y(i+1)
ENDIF
LOOP
LETY (p-1)= Z
LET ZZ = ABS.F (2)
IF ZZ <= Theta,
SKIP2LINES
PRINT 1LINEWITH j,thetaTHUS
Jminimum = ***** nour ABS.F(autocorrelation(j)) <=*.**
IFZZ>0.01,
LET Theta=0.01
ENDIF
ENDIF
ADD1TOj
LOOP
RELEASE bsunt*), Lz(*),R(*), S(*), Vxbar(*)
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FORi=1TOp-1,
LET Y() =-10
LETj=1
LET Theta=0.05
LET ZZ =RINF.C
WHILE (ZZ > 0.01)
DO
LETZ=0
FORi=1TOpl
DO
SUBTRACT b(p, p+1-i) * Y (i) FROM Z
IFi<pd,
LET y(i) = Y(i+1)
ENDIF
LOOP
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LETY (p1) = Z
LET ZZ=ABSF (2)
IFZZ <=Thetg,
SKIP2LINES
PRINT 1 LINEWITH j,thetaTHUS
Jminimum = ***** pour ABS MEAN(j) cond - MEAN) / MEAN<=

* k%%

IFZZ>0.01,
LET Theta=0.01
ENDIF
ENDIF
ADD 1TOj

LOOP
RELEASE b(* *), Y (*)
RETURN

end " Methode. Autoregressive

\_ Y
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& Rappelons que

— Tk 0.0
Var(Xn) = Egs 24241 LRI
n £ o
& Cette expression peut auss sécrire sous laforme
— 12 nke 0 0
Var|xn)= ¢Rg+ 24¢1- —RZ
( n) Eé o*2ag nEle
@ ou une autre forme est
— nle |6
var(xn)= 1 A g1 u:;R)
Ni=. € NG

_ ¥

@ Laconvergencede nvar(xn) versV= & r, dépend delafonction
de pondération i= ¥

(2

D=1 M i=0l..xn
n

W

n,

.

I
[événements discrets
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@ S pour n suffisamment grand, I'utilisation de V/n engendre une

imprécision minime,

= Existet-il d'autres fonctions de pondération qui permettent de

faire I'approximation de V par une combinaison linéaire d'un
nombre moindre de covariances et avec une imprécision
acceptable.

& Considérons |'expression

vi=aw)  ken
i= k

@ ol Iasuite{wrﬂfi)} est telle que

¥
limV;= aR=V
ke¥ i=-¥
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Les covariances étant inconnues, on utilise un estimé.
En mani pulant |'expression, on obtient:

:rllg (XJ ) m)— (x, - m)][(xj-ﬂ - m)- (;(n - m)]

On peut montre? que:

limnE®R - R)=-v

n®¥
. « Lk
Onen découlé[mé‘:E(Vi V)= "V AW
~ 1 g
Il est aussi clair que: E(\/ )»V. -5 awk(})

s k croit moins rapi d*ué}nEg ll Y suffisamment grand

pour que aors

VJ »V,

- v,

V _
est un meilleur estlmateur pr&\Aéﬁr il diminelebiais
introduit dans  par I'utilisdiierkde”  aulieude m En
pratique, le diviseur n-i est remplacé par n, car I'effet est
négligeablesiél>>k.

Xn
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@ Pour lavariance de \7j on pourrait montrer que

||mnVar( -)— ||mnVar(VJ) » Vzi ék [Wk(jj)]2+ kz
n@¥ o¥ 7.k

@ ou k:contribution de la variance due alanon-normalité de x;,

Xgperes Xy -

& La L Q,expron signifie que si k est déterminétel que
une grande valeur dek améliore I'approximation de V »V
au detrl ment d'une plus grande valeur delavariance Var

& Deux fonctions de pondération méritent considération. Il sagit
des fonctions de Tukey- Hanr}i ng

L& i 9
Wi =i0.5%+cos—p . |i|Ek
! M k= =
1 0 @ ailleurs
& ¢ deParzen
i
T
i
W =t1- ~| +6|—| | £ k2
T
T
. el

.
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& P(Z)ur un mémek,, I'erreur d'approximation de la fonction
WK(,i estinférieure al'erreur delafonction W,;’ Toutefois, §
on considére lavariances, |'inégalité est renversée. En effet,

E(\72) » V
E(\72) » V

Var(V,) » o.75v2%
- 2 k
Var(V;) » 0.539v -
< Deplus,ona
k
dufo -
=k

k
aw,? = 075k

i=- k

@ cequi facilite lescalculs de
V, etV
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Le calcul des degrés de liberté seffectue dela méfﬁe fagon que
danslaméthode autorégressive. Aind |, =266

pour lafonction de pondération de Tukey-Hanni né( et

pour |, =37 157(_] lafonction de Parzen.

Un intervalle de confiance de niveau 100(1-a)% pour la
moyenne mest

Xott, V7N

Il n'existe pas vraiment de méthode pour déterminer le nombre
de sous-intervalles K.

Mais s on applique une reégle conservatrice d'au moins 100
degrés de liberté, aors pour un nombre d'observations n fixé, on
peut déterminer k=cn/l oul ¢, prendrales valeurs 2.667 ou 3.711
selon lafonction de pondération choisie.
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SIMULATION DISCRETE
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METHODE SPECTRALE

ROUTINE Methode.Spectrale GIVING N, X
" Cette routine utilise méthode spectrale (Tukey-Hanning)
" pour calculer un intervalle de confiance a0.95
DEFINE i,j,k,N ASINTEGER VARIABLE
DEFINE Df, Demie.Largeur, V, Vxbar, Xbar ASREAL VARIABLE
DEFINER, X AS1-DIM REAL ARRAYS
IFN <512,
PRINT 1LINETHUS
Erreur -- Nombre insuffisant d'observations
RETURN
ENDIF
RESERVE R(*) AS513
FORi=1TON,
COMPUTE Xbar ASTHE MEAN OF X(i)
SKIP2LINES
PRINT 3LINESWITH Xbar THUS

Estimation d'un intervalle a0.95 --- Approche spectrale
Moyenne échantillonnée = ***x* %% ks x

.
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SKIP2LINES
BEGIN REPORT

' BEGIN HEADING
PRINT 3LINESTHUS

No. Degré Varianceéchan. Intervalle (0.95)
interv. liberté dela moy. échan. Inf.  Sup.

END HEADING

FORj=1TO 513,
DO

FORi=1TON-j+1,
COMPUTE R(j) AS THE SUM OF (X (i) - Xbar)* (X (i+j-1)-Xbar)
LET R(j) =R()) /N

LOOP
LETk=1
FORi=1TO0Y,
DO
LETk=2*k
FORj=1TOk,

COMPUTE V AS THE SUM OF ( 1.0 + COS.F(J* PI.C/k)) * R(j+1)
LET Vxbar = (V + R(1)) / (N-k)
LETDf=2.667* N/k

LET Demie.Largeur = Student.F (Df) * SQRT.F (Vxbar)
SKIP1LINE

PRINT 1LINEWITH k,Df, Vxbar, Xbar - Hal fWidth, Xbar +
Half.width
THUS

kkkkkkk kkkkkkk  hhkkkkkk kkk

LOOP

kkk kkk  kkk kkk

RELEASER
RETURN

END " REPORT
END " Methode.Spectrale

.
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SIMULATION DISCRETE
ANALYSE DESRESULTATS
AUTRES METHODES

Méthode antithétique

Basée sur I'observation que s u est un nombre aéatoire dans O,
1, il en est de méme pour le nombre complémentaire 1 - u.

Le principe consiste afaire une premiére passe de simulation
avec la suite de nombres aéatoires uy, u,,... u, suivie dune autre
passe de simulation avec la suite complémentaire 1- u,,1- u,,...
1-u,.

k

Soient x; et X, lesvariables aléatoires associées avec la

i-iéme observation de chacune des passes; les suites {x} et {x}
sont corrél ées négativement, car, en principe lorsgu'unefaible
valeur x; est obtenues, lavaeur obtenue de la suite X
complémentairex’; est plus grande, et vice versa

Rappelons que var (;n ): én Var (x; )+ 24 Cov (x,,x])
i=1 i<j

Une corrélation négative varéduire lavariance de Xn Clest-a-
direl'erreur échantillonnée. Dans cette méthode, on estimela
moyenne de I'échantillon par:

Equivalent a utiliser un échantillon de 2n observations.
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& On peut auss montrer que lavariable aléatoirey, aune variance
plus petite que celle obtenue al'aide d'un échantillon de2n
observationsnon-corrélées. En effet,

Var (§n ) =Var ngz %Var(xn +X)

& Puisqu'en principe Cov&m—(‘n)<q il Sensuit que:

var(y,) £ % [Var (Xn )+Var ()‘(n )]

& || résulte de cette inégalité que méme dansle casle plus

défavorable, lavariancede 'y, estinférieurealamoitiédela
plus grande des variancesde xn» et x',.

.

H 92 —
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& Exemple
Soit un systéme M/M/1 avec arrivée atoutesles 5
minute (I =1/5) et service moyen de 4 minute
(m=1/4). Pour ce modéle, nous savons que:
| 2

L = 3.2 clients
Q mim- | )

WQ = LQ /1 =16 minutes

[=] Simulation:

O 10 répétitions indépendantes, chacune d’ une durée de 6
heures et on recueille les observations pour les 3 derniéres
heures.

O Pour lesarrivées et services, on utilise des suites
indépendantes de nombres aléatoires {u;} et {u';}.

O On répete pour 10 autres répétitions avec lesvariables
antithétiques{1-u} et {1-u'}

O Soient

X; : longueur moyenne de la queue pour |a s passe

X';: longueur moyenne de la queue pour laiém passe
antithétique

w, : temps moyen d' attente dans la queue pour la iém
passe €,

W, : temps moyen d attente de la queue pour laiéme passe

\ antithétique

J
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& Définissons
Vs HX Y2 et v S(w; + W )2

i X | X Vi Wi Wi Vi
1 121048 A47130|R4R30| BR3R7R 104276 373877
2 1R/3R9 2 43A3 | 2 N3RA R1092 127778 104410
3 13258 130A0| 1 23RN0 AR440R R3RRA  AATON
4 25208 41751|28825| 165740 201208 183574
5 0R205  N971A | 0 79A1 39529 40970 41950
6 55R17 1140|3607 | 228847  A2077 1454R2
7 20837 2.8093|2.4465| 11.3658 14.1777 127718
8 1734 1844A|17905| 100824  Q4RAR O 7R4R
9 40072 21074 38R23| 205303 12923R4 1R4178
10 D8RR K 2744|A0RRA| 12 R4R7 241370 182420
11 15 4249 54 9709
12 34915 17.9562
13 0.9759 49717
14 20274 143414
15 7 8885 24 0781
16 2300% 10 7187
17 1.7459 8.4178
18 7 6546 20 A185
19 1.9837 9.3146
20 1.4891 7.6480
Moyenne | 41260 21706 180130 148582
Variance | 07695 04665 11 33R5 R AR/

@ Reéduction de Var(Ly) de 40%
Réduction de Var(Wg,) de 25%
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@ Méthode des suites communes de nombres al éatoires
Comparer plusieurs stratégies ou configuration d'un systéme.
lataille del'échantillon soit laméme pour toutes les stratégies
envisagées.

@ Laméthode exige que pour chague source de variation aéatoire
dans le modéle, on dispose d'une suite de nombres a éatoires que
I'on peut reproduire d'une suite al'autre.

< Cette procédure introduit une corrélation positive entre les dewx
passes de simulation. SoientX™,, lavariable aléatoire
correspondant au parametre a estimer pour la premiere stratégie,
et x', lavariable aléatoire associée avec le paramétre pour
l'autre stratégie, alorslavariance de ladifférence x, - X,

Var (Z. - Q‘n):Var(Qn)+Var (?'n)— 2Cov(§n,§‘n)

@ Lacovariance est nulle si les suites de nombres aléatoires sont
indépendantes.

Mais si on utilise une méme suite pour chacune des stratégies, _
on doit sattendre & une corrélation positive. La variance dex, - X,
utilisant une suite commune de nombres aléatoires est donc en
principe inférieure alavariance utilisant des suites
indépendantes.

NF4701 Simulation par J l’g 96 I—\
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@ Méthodes précédentes : une période de chauffe

pour éliminer le biais initial des statistiques di au
régime transitoire du systme en éliminant un
certain nombre dobservations au début de la
simulation.

La méthode régénérative élimine la période de
chauffe en identifiant le point de régénération. Un
point de régénération est un état du systeme dans
lequel le comportement futur est indépendant du
comportement passé.
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@ Considérons, sur ladroite réelle, une suite de points
(S)telsque:

ol les T, sont des variables indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) de mémeloi F :
P(T,=t)=... =P (T, =t)=F(t)

= Laséquence {S,i = O} est appelée un processus de
renouvellement. La théorie du renouvellement est
I'un des outils de base en matiére de files d'attente et
defiabilité.

« Leprocessus{Z,t= 0} estun processus régénératif
si il existe une suite ( S ), qui soit un
renouvellement (qu'on dira inclus dans 2), tel que
{Z, S = t = §,} soit une réplication de
{z,5,=t=S}.

< Pour une file d'attente G/G/1, la suite des numéros
declients qui arrivent et trouvent le serveur libre est
un renouvellement. Le temps d'attente du n-iéme
client est un processus régénératif discret, dans
lequel |e précédent est inclus.

# Onnotera{ .} lerenouvellement discret :
B =B+t t,T A
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@ OnnoteZ,, n=0leprocessus régenératif.

< |ntérét dela méthode:
O . Soit une fonction f définie sur le processus, on cherche a
caculer E [f(2)] :s f(X) = x, on caculelamoyenne, etc... Le
théoréme-cléaffirme que :

B (2h=—"Ery—

@ Le théoréme affirme qu'on peut restreindre |'étude
du phénoméne a un seul intervalle de régénération :
on somme les mesures sur un intervale de
régénération. L'espérance mathématique divisée
par le nombre moyen de mesures dans l'intervalle,
donne lamoyenne cherchée.
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@ Application alasimulation
O Soit le processus régénéatif Z représentant le temps
d'attente des clients dans unefile et on le notera W.
Q Y, représente les sommes sur chaque intervalle de
renouvellement :

Y=8 f(w
a fw)
O On peut réécrire:
. +W, +...+W
E(W)=||mV\4 2 .
n® ¥ n
_II Yl+Y2+ +Yk
O¥ L+,
Y +Y, +...+Y,
= lim k
ke¥ t, +t,. ...+t
k

événements discrets

METHODE REGENERATIVE

@ Application alasimulation
O Sousdesconditions généales :

A

lima 5 =E(%)
limd t, =E(t,)
k®¥.a'i_ 1

IS

O Lethéoreme affirme smplement que la limite du quotient
est égale au quotient des limites:

av
E(W)=lim—K_=—\1%
( ) k®¥§.ti E(tl)
_k
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@ Application alasimulation
O On d&ecte les points de régénération, et on collecte les'Y;

successifs
O L'expéience est conduite pour n intervalles de régénération
successifs.

O A la difféence de la méhode des lots, les Y, sont
indépendants les uns des autres — par congruction, c'est
I'intéré& de la méhode.

O Les cycles successifs n'ont pas la néme longueur (ne
servent pasle méme nombre de client9
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& Exemples
Systéme z
Temps moyen
[File d'attente d'attente des
clientsWo
|
Eile dattente Nombre moyen de

tlients danslafile L,

|nventaire d'une

IMoyenne des stocks
banque de sang

.

METHODE REGENERATIVE

Temps total d'attente

de tous les clients
furant le cycle

B,
a we

SRS

ntégral sur le temps

du nombre de clients
danslafile

82
a tLdt)

j=bi1

ntégral sur le temps

du niveau de stocks

Rappel :t ; désigne le nombre de mesures effectuées dans le
i-iéme intervalle de renouvellement.

La séquence {Y;, t ;} est une suite de vecteurs i.id. (
indépendants et identiquement distribués).

arrivant dans le
cycle:n

D102 P

Nombre de clients

Durée du cyclet;

Durée du cyclet;
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METHODE REGENERATIVE METHODE REGENERATIVE
& Estimé par intervalle & Estimépar intervalle
Soit r lavraie valeur du quotient : Considérons la moyenne empirique
_E(Y) N
r= 2 V,
E(t 1) _ aVe _ _
V=K__=Y- 1t
La simulation nous donne de cette quantité un estimateur N
L e théoréme de la limite centrale nous apprend que tend
gyk vers une loi normale, dont la variance est (N est le
ok nombre total de mesures), ce qui se traduit en :
P\
at, el & o]
k=1 c a Yk -rat, +
k=1 k=1 =
; N e
Pour trouver un intervalle de confiance de r, on doit L'@EQ Pg SV/JW £ X+_F (x)
déerminer la variance de r. Pour trouver Var (r), o +
définissonsV=Y-r 7, g E
dors la suite {V; =Y, —r t j} est une suite de variable B
indépendantes i.i.d., de moyenne nulle E (V) = 0. On En introduisant l'estimateurr , & f = atkg N ,on
montre que : obtient : gkzl
s?=Var(V) . i \/ﬁ o
=Var (Y)- 2rCov(Y,t )+ r¥ar (t) Pgr - r) S EXE— F ()
A

=E(Y?)- 2rE(Yt )+ rPE(t ?)

\_ _J \_ _

IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-103--2000-11-23-10:46 IF505 Simulation par événements discrets-- L .Granger--SIM4-104--2000-11-23-10:46




événements discrets

{ INF4701 Simulation parj 10105 =

METHODE REGENERATIVE

& Estimépar intervalle

D'ou on obtient un intervalle de confiance de niveau
100(1- a ) % sur lequotient :

x S
Pgr _ Za/2 \Y%

e t\/ﬁ

@2:100(1- a)%

tJN g

EEW)Er+

. J
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METHODE REGENERATIVE

@ Résumé
O Soit N cyclesderégénération
O Soit t,, : le nombre de mesures collectées au cours du
cycle numéro k (le nombre de clients du cycle, dans
I'exemple),
O Soit Y, : le cumul des mesures du cycle k (C'est-a-dire la
somme des temps - noter que le premier temps d'attente)

N
YLI=Q Y,
k=1
d 2
-Y2=a (Y.)
k=1
3
-T1=qt,
k=1
& 2
-T2=3 (t,)
k=1
S
YT =a Yt,
k=1
\_ _
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& Résumé

Q A lafin de la simulation, N cycles ayant é&é observés, on
cacule:

W=Y)T1
(Y2+T2’ V_VZ-ZW'YT)

N-1
O Quand la longueur de smulation augmente, V doit fluctuer

autour d'une valeur constante. La demi-largeur ou I'imprécision
? West donnée par :

/NV
D\N=za/2 ﬁ

O et pour unrisgue a , l'intervalle de confiance est :

V=

W - DW £ E(w) £W +DW
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& Exemple

M éthode delots Méthode régénérative
pour 2 x 108 clients 10* cycles 10 cycles, 2 x 105
200 lots 100860 90it 991000  ¢ycles, soit

lients) lients environ
2x 10 clients

Moyenne : 8.82

Fcart-Type: 3.03
[ntervalle de

onfiance

8.82 +0.42)

056+1.26) (8.92+037). (8.9+026)

& Difficultés
O détecter des points de régénération, pastrop éloignés

O ¢ le systéme comprend plusieurs files d'attente, il faut trouver
un point commun ou un point de Bgénéation a toutes les files

\_ Y
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